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Реалізація апріорі заданих характеристик вихрострумових перетворювачів 

передбачає використання процедур оптимального синтезу їх конструкцій, зокрема, 
систем збудження на етапі проектування. Розглянуто формулювання задачі 
оптимального проектування перетворювача із наперед заданою характеристикою 
чутливості як некоректно поставленої оберненої нелінійної з математичної точки 
зору задачі. Проведено огляд та відповідний аналіз математичних методів, що 
використовуються для розв’язку задач такого класу, а саме, введення шуканого 
розв’язку до множини коректності, регуляризації із використанням функціоналу 
Тихонова, методи ітеративної регуляризації, що створені на єдиній схемі поточкової 
апроксимації зворотного оператора, оптимізаційний метод. Окреслені переваги та 
недоліки цих методів. Розглянуто особливості, які необхідно враховувати при виборі 
методу оптимізації, такі як, багатоекстремальність задачі; необхідність пошуку 
глобального екстремуму; складність топології гіперповерхні пошуку; наявність 
обмежень, введення яких до цільової функції ускладнює топологію поверхні пошуку; 
суттєву нелінійність та можливу недиференційованість функції цілі; алгоритмічне 
або складне аналітичне представлення цільової функції. Враховуючи це, обрано 
оптимізаційний метод розв’язку нелінійної оберненої задачі проектування системи 
збудження вихрострумового перетворювача з використанням сучасного 
метаевристичного стохастичного алгоритму пошуку глобального екстремуму. Даний 
алгоритм заснований на низькорівневій гібридизації методів оптимізації роєм часток 
та генетичного алгоритму і забезпечує еволюційне формування складу рою. В 
дослідженнях доведена доцільність застосування сурогатної оптимізації для розв’язку 
сформульованої задачі з метою зменшення ресурсоємності оптимізаційних алгоритмів 
при обчисленнях з використанням складних для розрахунків цільових функцій. Вказано 
ефективні апроксимаційні техніки побудови метамоделей, необхідні для практичної 
реалізації сурогатної оптимізації. 
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Реализация априори заданных характеристик вихретоковых преобразователей 
предусматривает использование процедур оптимального синтеза их конструкций, в 
частности систем возбуждения, на этапе проектирования. Рассмотрена 
формулировка задачи оптимального проектирования преобразователя с заранее 
заданной характеристикой чувствительности как некорректно поставленной 
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обратной нелинейной с математической точки зрения задачи. Проведен обзор и 
соответствующий анализ математических методов, используемых при решении задач 
такого класса, а именно, введение искомого решения в множество корректности, 
регуляризации с использованием функционала Тихонова, методы итеративной 
регуляризации, созданные на единой схеме поточечной аппроксимации обратного 
оператора, оптимизационный метод. Указаны преимущества и недостатки этих 
методов. Рассмотрены следующие особенности, которые необходимо учитывать при 
выборе метода оптимизации: многоэкстремальность задачи; необходимость поиска 
глобального экстремума; сложность топологии гиперповерхности поиска; наличие 
ограничений, введение которых в целевую функцию усложняет топологию 
поверхности поиска; существенную нелинейность и возможную 
недифференцируемость функции цели; алгоритмическое или сложное аналитическое 
представление целевой функции. Учитывая это, избран оптимизационный метод 
решения нелинейной обратной задачи проектирования системы возбуждения 
вихретокового преобразователя с использованием современного метаэвристического 
стохастического алгоритма поиска глобального экстремума. Данный алгоритм 
основан на низкоуровневой гибридизации методов оптимизации роем частиц и 
генетического алгоритма и обеспечивает эволюционное формирование состава роя. В 
исследовании доказана целесообразность применения суррогатной оптимизации для 
решения сформулированной задачи с целью уменьшения ресурсоемкости 
оптимизационных алгоритмов при вычислениях с использованием сложных целевых 
функций. Указаны эффективные аппроксимационные техники построения 
метамоделей, необходимые при практической реализации суррогатной оптимизации. 

Ключевые слова: оптимальный синтез; вихретоковый преобразователь; 
плотность вихревых токов; обратная задача; нелинейная некорректная задача; 
регуляризационные методы; суррогатная оптимизация; метамодель; стохастический 
метаэвристический алгоритм оптимизации. 
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OPTIMAL DESIGN OF EDDY CURRENT PROBES AND METHODS OF 
ANALYSIS SOLUTIONS OF NONLINEAR INVERSE PROBLEMS 

 
The implementation of a priori specified characteristics of eddy current probes 

involves the use of procedures for the optimal synthesis of their structures, in particular, 
excitation systems at the design stage. The formulation of the optimal design problem of a 
probe with a predetermined sensitivity characteristic, as an incorrectly posed inverse 
nonlinear from a mathematical point of view of the problem, is considered. A review and a 
corresponding analysis of the mathematical methods used to solve problems of this class are 
carried out, namely, the introduction of the desired solution into the set of correctness 
regularized using the Tikhonov functional, iterative regularization methods created by the 
unified scheme of pointwise approximation of the inverse operator, optimization method. The 
advantages and disadvantages of these methods are indicated. The following features that 
must be considered when choosing an optimization method are considered: multi-extreme 
task; the need to search for a global extremum; the complexity of the search hypersurface 
topology; the presence of restrictions whose introduction into the objective function 
complicates the topology of the search surface; significant non-linearity and possible non-
differentiability of the target function; an algorithmic or complex analytical representation of 
the objective function. With this in mind, the optimization method for solving the nonlinear 
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inverse problem of designing an eddy current probe excitation system using the modern 
metaheuristic stochastic global extremum search algorithm was chosen. This algorithm is 
based on a low-level hybridization of particle swarm optimization methods and the genetic 
algorithm and provides the evolutionary formation of the swarm composition. The study 
proved the feasibility of using surrogate optimization to solve the formulated problem in 
order to reduce the resource consumption of optimization algorithms in calculations using 
complex objective functions. Effective approximation techniques for constructing metamodels 
that are necessary for the practical implementation of surrogate optimization are indicated. 

Keywords: optimal synthesis; eddy current probe; eddy current density; inverse 
problem; nonlinear ill-posed problems; regularization methods; surrogate optimization; 
metamodel; stochastic metaheuristic optimization algorithm. 

 
Постановка проблеми 

В огляді [1] узагальнено та систематизовано накопичений досвід, а також 
результати теоретичних досліджень, присвячені проблемі проектування 
вихрострумових перетворювачів (ВСП) з рівномірною чутливістю в зоні контролю, 
обумовленою однорідним розподілом густини індукованих струмів, що протікають в 
об’єкті. Забезпечення цієї умови значно покращує можливості визначення форми 
дефектів при контролі об’єктів, їх допустимих геометричних розмірів, наявних 
локальних структурних відхилень матеріалу. Сучасні підходи реалізації апріорі заданих 
характеристик перетворювачів передбачають використання процедур оптимального 
синтезу їх конструкцій, зокрема систем збудження (СЗ) [2−3], на етапі проектування. 

Зазвичай при проектуванні виконується структурний та параметричний синтез 
конструкції об’єкта [4−10]. Внаслідок суттєвих проблем з формалізацією структурний 
синтез реалізувати значно складніше, тому в конструкторський практиці частіше 
застосовується процедура параметричного синтезу [8, 11]. Зазначимо, що під 
структурним синтезом будемо розуміти визначення переліку різнотипних в загальному 
випадку компонентів (секцій котушки), які є складовими об’єкту (СЗ перетворювача) та 
забезпечують найкраще їх поєднання, а також схему взаємодії між ними (узгоджене або 
зустрічне включення по полю), виходячи із природи фізичного зв’язку [4−5]. 
Результату досягають використанням дискретної оптимізації для пошуку прийнятної 
структури варіюванням невідомих на кінцевій множині. В складних випадках 
доводиться розв’язувати задачі відносно високої розмірності, які відносяться до 
категорії  
NP–важких. Тому повний перебір варіантів структур і навіть скорочений, здійснений 
методами випадкового пошуку, є неприйнятними.  

Оптимальний параметричний синтез полягає в визначенні найкращих значень 
параметрів для вибраної на попередньому етапі структури системи збудження 
перетворювача із врахуванням усіх вимог до неї, зокрема щодо забезпечення заданого 
розподілу густини вихрових струмів (ГВС) в об’єкті контролю (ОК) [6−7].  

Далі обмежимося розглядом задачі параметричного оптимального синтезу СЗ 
ВСП із наперед заданою характеристикою чутливості. 

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

З точки зору співвідношення причина-наслідок задачу оптимального синтезу 
перетворювача з однорідною чутливістю в зоні контролю можна віднести до обернених 
задач (ОЗ) математичного моделювання [12]. Тобто розв’язок ОЗ дає змогу визначитися 
з невідомими параметрами СЗ перетворювача, використовуючи в якості вхідних даних 
апріорі задану її бажану характеристику. В загальному випадку математичне 
формулювання ОЗ в операторній формі має вигляд: 
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, , ,⋅ = ∈ ∈A z u u U z Z     (1) 

 
де z – шукане рішення; 

u – задана права частина; 
А – оператор зв’язку між z та u (лінійний, нелінійний, інтегральний, 

диференціальний і тощо); 
U, Z – метричні простори. 
Причому замість точних u і А відомі їх приблизні значення ,

h
A u

δ
 такі, що: 

 
, ,− ≤ − ≤

hU
u u A A h
δ

δ  

 
де δ ≥ 0, h ≥ 0 − похибки правої частини і оператора. 

 
Тобто за даних умов необхідно виконати розв’язок операторного рівняння: 
 

.⋅ =
h

A z u
δ

      (2) 

 
Слід зазначити, що права частина рівняння (2) асоціюється з наперед заданою 

характеристикою розподілу ГВС в ОК, а шуканий розв’язок − з параметрами СЗ 
перетворювача, які реалізують цю характеристику. 

Розв’язок ОЗ складає окрему проблему, що обумовлено певними їх 
математичними особливостями. Внаслідок такої специфічності цей клас задач 
відноситься до некоректно поставлених [13−14]. Причиною цього є характерна для них 
практично завжди відсутня неперервна залежність від правої частини рівняння (2), що 
при незначних збуреннях вхідних даних призводить до нестійких значень розв’язку, 
тобто його пилкоподібного характеру із значними відмінностями від точного. Розв’язок 
ОЗ далеко не завжди буває однозначно визначеним, тобто є не єдиним [15−16]. Крім 
того, ОЗ лише в дуже рідких випадках, які представляють практичну цінність в 
технічних додатках, є лінійними. Зазвичай шукані параметри входять до операторного 
рівняння нелінійним чином. Відповідно до цих зауважень проблема розв’язання ОЗ 
полягає в пошуку умовно коректного за А.М. Тихоновим її розв’язку [17], максимально 
наближеного до точного, стійкого до змін вхідних даних. Перевагою такого підходу є 
гарантоване отримання певного розв’язку ОЗ. 

 
Мета дослідження 

Провести аналіз та узагальнити наукові дослідження стосовно існуючих методів 
розв’язку некоректно поставлених нелінійних обернених задач та відібрати доцільний 
для реалізації задачі оптимального синтезу СЗ ВСП.  

 
Викладення основного матеріалу дослідження 

Теорія нелінійних некоректних задач на даному етапі ще знаходиться у розвитку 
та опрацьована в значно меншій степені ніж лінійних. Універсального методу розв’язку 
некоректних задач на даний час не існує. Стійкість розв’язку ОЗ залежить від вибору 
простору розв’язків: задачі можуть бути некоректно поставленими у одному просторі 
розв’язків та коректно поставленими в іншому. Отримання наближеного стійкого 
розв’язку ОЗ є можливим із використанням додаткової інформації щодо нього. Один із 
шляхів такого підходу полягає у введенні шуканого розв’язку у множину коректності, 
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тобто при умові його належності деякому компакту (множині спеціальної структури) 
[18−19]. Відповідно до ідеї, сформульованої А.М. Тихоновим, якщо є відомим факт 
того, що множина розв’язків є компактом, тоді задача розв’язку операторного рівняння 
вважається коректною при умові, коли права частина рівняння належить образу 
компакту. Ідея є вірною також і для нелінійних операторів. Такий підхід забезпечує 
стійкість розв’язку ОЗ до варіацій вхідних даних, які не виводять його за межі множини 
коректності. При такій ситуації апріорні відомості щодо рівня похибки вхідних даних 
при пошуку розв’язку не потрібні. Особливістю методу є суттєве використання 
апріорних обмежень, а саме кількісної та якісної інформації щодо структури розв’язку 
ОЗ. Близькими до групи методів, що реалізують цю ідею, є методи підбору, 
квазірозв’язку, квазіобернення тощо [12]. До появи сучасних ефективних методів 
регулярізації методи цієї групи використовувалися в якості основних для пошуку 
задовільних для дослідників наближених розв’язків некоректних задач. Необхідність 
попереднього визначення компакту є головним недоліком даного підходу. 

До найбільш популярних чисельних методів, які призначені для розв’язання 
некоректних ОЗ, відносяться регуляризаційні. Загалом існує значна кількість підходів 
до побудови регуляризуючих операторів, але найбільше поширення отримав 
варіаційний. В його основі закладено універсальний спосіб наближеного розв’язання 
некоректної ОЗ, запропонований А.М. Тихоновим, який полягає в зведенні вихідної 
задачі виду (2) до іншої, що вимагає пошуку мінімуму певного згладжуючого 
функціонала. Суть ідеї складає стабілізація мінімуму середньоквадратичного 
відхилення лівої частини операторного рівняння від правої його частини внаслідок 
введення до складу функціоналу залежного від параметра регуляризації доданка. Вибір 
значення параметра регуляризації здійснюється в залежності від рівня збурення вхідних 
даних задачі та є компромісом між точністю процедури її розв’язку та стійкістю його 
оцінок, а проблема адекватного вибору параметра регуляризації має визначальне 
значення для пошуку розв’язку максимально наближеного до точного. Функціонал 
Тихонова має наступний вигляд [13]: 

 
2 2arg min ,

∈

 = − + ⋅ 
 z D h

z A z u z
α

η δ
α                                (3) 

 
де  α > 0 параметр регуляризації; 

А – лінійний оператор, діючий із гільбертова простору Z в гільбертовий простір 
U; 

D – замкнута випукла множина, причому z ∈ D ⊆ Z. 
 
Доведено, що модифікована задача (3) має єдиний розв’язок навіть для випадку, 

коли у вихідної задачі він взагалі відсутній. Метод не потребує знання апріорної 
інформації про належність розв’язку ОЗ деякій множині коректності. 

Незважаючи на те, що ці теоретичні здобутки було отримано для лінійного 
оператора рівняння (2), А.М. Тихоновим вони були узагальнені на випадок розв’язку 
нелінійних некоректних ОЗ в рамках варіаційного підходу [20]. Проблемою в цьому є 
мінімізація функціоналу нев’язки з причини його не випуклості. Але схема є можливою 
при виконанні умови посиленої неперервності нелінійного оператора, коли він 
перетворює послідовності, які слабо збігаються у просторі Z, в послідовності, що 
сильно збігаються у просторі U. Або також при використанні схеми компактного 
вкладення з трьома просторами V → Z →U, де простір V вкладається в простір Z із 
допомогою неперервного оператора В. Тоді функціонал Тихонова приймає вигляд: 
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δ
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Також слід зазначити, що для побудови наближеного розв’язку некоректно 

поставлених ОЗ з нелінійним оператором можливим є використання згладжуючого 
функціонала Тихонова (3), що підтверджується дослідженнями [21-23] з певною 
специфікою щодо апостеріорного вибору параметра регуляризації. Недоліком методу 
вважається фактично емпіричне налаштування регуляризуючого функціонала під 
кожну конкретну задачу. 

В якості альтернативи до регуляризуючого алгоритму Тихонова широке 
використання отримали методи ітеративної регуляризації [21-23], що створені на 
єдиній схемі поточкової апроксимації оберненого оператора. Завдяки ефективності, 
алгоритмічній простоті побудови та універсальності ітеративні регуляризаційні методи 
знайшли застосування при розв’язанні не тільки лінійних ОЗ, а й нелінійних задач. На 
сьогоднішній час обґрунтованими є принципи побудови регуляризуючих алгоритмів на 
основі виконання деяких ітераційних схем обчислень, в яких номер ітерації, 
узгоджений з похибками вхідних даних, використовується в якості параметра 
регуляризації. Формально ці схеми не знайшли суттєвих змін в порівнянні до 
класичних ітераційних [26−30]. Ідея полягає в тому, що ітераційні методи є робастними 
до похибок даних, з якими вони працюють, і тому на перших ітераціях наближені 
результати розв’язку ОЗ незначною мірою відрізняються від аналогічних наближень, 
що спостерігаються для точних вхідних даних. Похибки наростають поступово при 
збільшенні числа ітерацій, тому має сенс переривати обчислювальний процес при 
досягненні стійких наближень з урахуванням рівня похибок вхідних даних. В 
узагальненому випадку ітераційний процес виконується відповідно до формули при 
виборі різних ( ),

k k
G z u

δ

δ
: 

 

( )1
, .

+
= +

k k k k
z z G z u
δ δ δ

δ
     (5) 

 
Серед ефективних методів ітераційної регуляризації можна відзначити метод 

нелінійних ітерацій Ландвебера (Landweber), методи Ньютонівського типу (Levenberg–
Marquardt, Gauss–Newton, Broyden’s method, iterated Tikhonov regularization). До 
недоліків ітераційних методів регуляризації можна віднести обмежену область 
застосування, низьку в деяких випадках збіжність та проблему вибору належного 
початкового наближення. 

Значну кількість прикладних задач, зокрема оптимального проектування ВСП, 
може бути сформульовано як екстремальні, тобто задачі пошуку екстремуму 
функціонала при заданих певних обмеженнях на аргументи. Серед таких задач 
зустрічаються і не стійкі, тобто некоректні. Зосередимся на задачах, які потребують 
знаходження мінімуму функціонала J на множині D: { }

*
inf ( ) := ∈J J z z D . До 

функціонала досить легко приєднати обмеження з використанням множників 
Лагранжа. Для стійкого наближеного розв’язку екстремальних некоректних задач 
необхідним є використання регуляризації. Варіанти варіаційних алгоритмів розв’язку 
нелінійних операторних рівнянь наведено в [20, 30], де використовуються певні 
стабілізаційні функціонали. Здебільшого для розв’язання таких задач застосовують 
градієнтні методи пошуку, які характеризуються досить високою збіжністю.  
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Досить успішним також є досвід використання для розв’язку екстремальних 
некоректних задач принципу саморегуляризації. При цьому первинне формулювання 
некоректної ОЗ зберігається, її розв’язок виконується з застосуванням наближених 
методів, які надають можливість керувати за рахунок «в’язкості» обчислювальних 
процедур алгоритмів мірою близькості шуканого розв’язку до точного. Відповідні 
зміни параметрів обчислювальних алгоритмів забезпечують природну фільтрацію 
високочастотних складових шуканого розв’язку. 

В більшості випадків в якості цільової функції задачі оптимізації застосовують 
суму квадратів нев’язок, але можливими є й інші варіанти. При виборі методу 
оптимізації необхідно враховувати певні особливості, що є характерними при такому 
формулюванні задачі нелінійного математичного програмування: 

• наявність значної кількості локальних екстремумів, тобто 
багатоекстремальність задачі; 

• необхідність пошуку глобального екстремуму; 
• складна топологія гіперповерхні пошуку, яка характеризується 

багатовимірною «яружністю», наявністю «плато», точок перегину поверхні тощо; 
• наявність обмежень, введення яких до цільової функції ще більш 

ускладнює топологію поверхні пошуку; 
• суттєва нелінійність та можлива недиференційованість функції цілі; 
• алгоритмічне або складне аналітичне представлення цільової функції, що 

потребує значних обчислювальних ресурсів та затрат часу для розрахунків, обумовлює 
використання громіздких чисельних методів та часто становить непросту самостійну 
задачу. 

Всім цим вимогам задовольняють сучасні метаевристичні стохастичні 
алгоритми оптимізації як еволюційні, так і поведінкові, які засновані на моделюванні 
колективної поведінки систем, що самоорганізуються та складаються з взаємодіючих 
агентів [31, 32].  

Суттєва ресурсоємність нелінійних оптимізаційних задач зі складними для 
обчислень цільовими функціями робить затребуваними для використання технології 
сурогатної оптимізації [33], яка передбачає заміну ресурсоємної функції цілі її 
замісником, що є апроксимованим аналогом, тобто метамоделлю, та потребує значно 
менших обчислювальних ресурсів і дає можливість пошуку розв’язку за реальний час. 
Під метамоделлю будемо розуміти просту в обчислювальному сенсі формальну модель 
на більш складну модель, побудовану на фізичних законах.  

Складова функція цілі задачі оптимального синтезу СЗ ВСП являє собою 
складну аналітичну залежність J, яка містить невласні кратні інтеграли I-го роду, 
складні функції форми котушки, що включають в себе спеціальні функції Бесселя І-го 
роду І-го порядку. Дослідження [34] показали значні витрати часу навіть для 
однократних обчислень значень цільових функцій. В табл. 1 показано часові витрати на 
розрахунок аналітичної залежності розподілу ГВС в ОК для СЗ у вигляді витків 
кругової та прямокутної форм із їх розташуванням паралельно та перпендикулярно до 
поверхні ОК. 

Такі значні часові витрати, отримані для найпростішого випадку СЗ у вигляді 
одиночного кругового витка або прямокутної рамки, свідчать про неможливість 
безпосереднього використання аналітичної функціональної залежності [34] в задачах 
оптимального синтезу. 

Застосування сурогатної оптимізації дозволяє усунути проблему необмеженого 
збільшення обчислювальних ресурсів та розв’язувати задачі оптимального синтезу з 
використанням метамоделей ВСП. В цьому випадку в оптимізаційному алгоритмі має 
сенс використовувати модель – замісник Ĵ , що описує поверхню відгуку:  
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Таблиця 1 
Витрати часу на розрахунок ГВС для різновидів котушок збудження 

Форма котушки 
збудження 

Положення СЗ 
відносно ОК 

Розмір котушки, 
мм 

Час на розрахунок, 
годин 

кругова 

нерухома 
5 3,5 

25 8 
35 11 

рухома 
5 8 

25 15 
35 20 

прямокутна нерухома 20х40 2,5 
рухома 9 

прямокутна  

нерухома 
тангенціальна 

12х12 2 
12х24 3 

рухома 
тангенціальна 

12х12 7 
12х24 9 

 
При цьому задача створення метамоделі є непростою і зводиться до побудови 

апроксимаційної функції поверхні відгуку і виконується на попередньому перед 
оптимальним синтезом етапі. В складних випадках для її реалізації застосовують 
комбіновані методи апроксимації із поєднанням методів штучного інтелекту та 
традиційних математичних методів наближення та аналізу даних. 

Певні особливості побудови метамоделей продемонстровано авторами в роботах 
[35, 36], де на прикладах показано їх створення для СЗ планарної та об’ємної структури 
ВСП.  

Висновки 
Таким чином, в статті виконано формулювання задачі оптимального 

проектування вихрострумового перетворювача з наперед заданою характеристикою 
чутливості як оберненої некоректної нелінійної з математичної точки зору задачі. 
Проведено огляд та відповідний аналіз математичних методів, що використовуються 
для розв’язку задач такого класу. 

Внаслідок наявності ефективного алгоритму глобального пошуку екстремуму 
[31, 37], основаного на низькорівневій гібридизації метаевристичних стохастичних 
методів оптимізації роєм часток з парадигмою колективного інтелекту та генетичного 
алгоритму, як представника еволюційного підходу, та певних математичних 
особливостей обрано оптимізаційний метод розв’язку нелінійної оберненої задачі 
проектування системи збудження ВСП, що забезпечує однорідну чутливість в зоні 
контролю об’єкта.  

В дослідженнях доведена доцільність застосування сурогатної оптимізації для 
розв’язання сформульованої задачі з метою зменшення ресурсоємності оптимізаційних 
алгоритмів при обчисленнях з використанням складних для розрахунків цільових 
функцій. Вказано ефективні апроксимаційні техніки побудови метамоделей, необхідні 
для практичної реалізації сурогатної оптимізації. 
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