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На території великих міст вплив техногенних факторів поповнення ґрунтових 

вод в декілька разів перевищує природні. Тому є актуальним врахування природних та 
техногенних факторів впливу на ґрунтові води, створення математичних моделей та 
прогнозів, що їх враховують. Двовимірне та тривимірне моделювання процесів зміни 
рівнів ґрунтових вод (РГВ) дозволить більш чітко та об’єктивно враховувати 
параметри факторів впливу на зміну РГВ у довгостроковому прогнозуванні. Метою 
дослідження є підвищення рівня екологічної безпеки територій, схильних до 
підтоплення шляхом вдосконалення прогнозів зміни рівня ґрунтових вод.  

На основі рівняння Муфтахова А. Ж. було побудовано математичну модель, яка 
дозволила отримати розв’язок сформульованої задачі в замкнутому аналітичному 
вигляді (у вигляді рядів). Це дало можливість провести візуалізацію результатів і 
підтвердити попередньо отримані автором дані про вплив додаткового живлення на 
рівень ґрунтових вод з використанням традиційного інженерного підходу. Для 
моделювання процесу зміни РГВ у двовимірному формулюванні, було розглянуто 
рівняння фільтраційного напору у випадку плоскої фільтрації, що може бути базовим 
для створення математичної моделі опису змін РГВ, якою можна врахувати фактори 
штучних покриттів та евапотранспірації. На території багатьох міст України 
значну площу займають штучні дорожні покриття і будови, що перешкоджають 
природним процесам інфільтрації атмосферних опадів, випаровування та 
транспірації. Тому при моделюванні зміни рівня ґрунтових вод враховано існування 
таких ділянок території, що частково покриті штучними покриттями, де вплив 
природних і техногенних факторів буде відбуватися лише на незабудованій поверхні 
цієї ділянки. 

Обґрунтовано необхідність створення тривимірних математичних моделей для 
описання змін рівня ґрунтових вод та покращення прогнозів їх змін. Розроблено 
тривимірну математичну модель зміни рівня ґрунтових вод міських територій, що 
враховує інфільтрацію атмосферних вод, додаткове живлення в ґрунтові води, 
транспірацію, випаровування, евапотранспірацію і водовідбір з підземних вод. 
Сформульовано граничні умови тривимірної математичної моделі. Тривимірне 
моделювання зміни РГВ на відміну від двовимірного дозволяє враховувати залежність 
дії евапотранспірації від наявності штучних покриттів на поверхні ґрунту, що 
розташовані нерівномірно та мають різний коефіцієнт фільтрації, що зумовлює 
відповідні зміни РГВ урбанізованих територій.  

Ключові слова: додаткове живлення, рівень ґрунтових вод, евапотранспірація, 
підтоплення, математичне моделювання зміни рівня ґрунтових вод, екологічна 
безпека. 
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На территории крупных городов влияние техногенных факторов пополнения 

грунтовых вод в несколько раз превышает природные. Поэтому актуальным является 
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учет природных и техногенных факторов влияния на грунтовые воды, создание 
математических моделей и прогнозов, которые их учитывают. Двумерное и 
трехмерное моделирование процессов изменения уровней грунтовых вод (УГВ) 
позволит более четко и объективно учитывать параметры факторов влияния на 
изменение УГВ в долгосрочном прогнозировании. Целью исследования является 
повышение уровня экологической безопасности территорий, подверженных 
подтоплению путем совершенствования прогнозов изменения уровня грунтовых вод. 

На основе уравнения Муфтахова А. Ж. была построена математическая 
модель, которая позволила получить решение сформулированной задачи в замкнутом 
аналитическом виде (в виде рядов). Это позволило провести визуализацию 
результатов и подтвердить предварительно полученные автором данные о влиянии 
дополнительного питания на уровень грунтовых вод с использованием традиционного 
инженерного подхода. Для моделирования процесса изменения УГВ в двумерной 
формулировке, были рассмотрены уравнения фильтрационного напора в случае 
плоской фильтрации, что может быть базовым для создания математической 
модели описания изменений УГВ, которой можно учесть факторы искусственных 
покрытий и эвапотранспирации. На территории многих городов Украины 
значительную площадь занимают искусственные дорожные покрытия и строения, 
препятствующие естественным процессам инфильтрации атмосферных осадков, 
испарению и транспирации. Поэтому при моделировании изменения УГВ учтено 
существование таких участков территории, частично покрытых искусственными 
покрытиями, где влияние природных и техногенных факторов будет происходить 
только на незастроенной поверхности этого участка. 

Обоснована необходимость создания трехмерных математических моделей для 
описания изменений уровня грунтовых вод и улучшения прогнозов их изменения. 
Разработана трехмерная математическая модель изменения уровня грунтовых вод 
городских территорий, учитывающая инфильтрацию атмосферных вод, 
дополнительное питание в грунтовые воды, транспирацию, испарение, 
эвапотранспирацию и водоотбор из подземных вод. Сформулированы граничные 
условия трехмерной математической модели. Трехмерное моделирование изменения 
УГВ в отличие от двумерного позволяет учитывать зависимость действия 
эвапотранспирации от наличия искусственных покрытий на поверхности почвы, 
расположенных неравномерно и имеющих разный коэффициент фильтрации, что 
обуславливает соответствующие изменения УГВ урбанизированных территорий.  

Ключевые слова: дополнительное питание, уровень грунтовых вод, 
эвапотранспирация, подтопление, математическое моделирование изменения уровня 
грунтовых вод, экологическая безопасность. 
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THE GROUNDWATER LEVEL CHANGING PROCESSES MODELING OF THE 

URBAN TERRITORIES IN 2D AND 3D FORMULATION 
 

In large cities, the technogenic impact factors on groundwater replenishment in 
several times higher than natural. Therefore, it is important to take into account natural and 
technogenic factors of groundwater influencing, to create mathematical models and forecasts 
to include it. Two-dimensional and three-dimensional modeling of groundwater level 
changing (GWL) processes will allow more clearly and objectively take into consideration 
the parameters of influencing GWL factors change in long-term forecasting. The aim is to 

244
https://doi.org/10.32782/KNTU2618-0340/2020.3.2-2.24



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 2.2, 2020 

increase the environmental safety level of areas prone to flooding by improving the forecasts 
of groundwater levels changes. 

On the basis of the Muftakhov A. Zh. equation the mathematical model has been 
developed, which allowed to obtain the solution of the formulated problem in a closed 
analytical form (in the form of series). It has been visualized the results and confirm the 
previously obtained data by the author of the impact of additional replenishment  on the 
groundwater level using a traditional engineering approach. To model the process of GWL 
change in two-dimensional formulation, the filtration pressure equation in the case of flat 
filtration has been considered, which can be the basis for creating a mathematical model for 
describing GWL changes, which can take into account factors of artificial coverings and 
evapotranspiration. In many cities of Ukraine, the significant area is occupied by artificial 
coverings and structures that prevent natural processes of precipitation infiltration, 
evaporation and transpiration. Therefore, the modeling of changes in groundwater levels 
takes into account the existence of such areas that partially covered with artificial surfaces, 
where the influence of natural and technogenic factors will occur only on the undeveloped 
surface of this area. 

The necessity of creating three-dimensional mathematical models for describing the 
groundwater level changes and improving the forecasts of their changes has been 
substantiated. The three-dimensional mathematical model of groundwater level changing of 
urban areas has been developed, which takes into account atmospheric water infiltration, 
additional groundwater replenishment, transpiration, evaporation, evapotranspiration, and 
groundwater abstraction. The boundary conditions of the three-dimensional mathematical 
model have been formulated in the paper. Three-dimensional modeling of GWL change in 
contrast to two-dimensional allows taking into consideration the dependence of 
evapotranspiration on the presence of artificial coverings on the soil surface, which have 
uneven structure and have different filtration coefficients, to cause the due changes in GWL 
of urban areas. 

The groundwater level changing nature under the external factors  influence has been 
determined in the paper. The necessity of creating three-dimensional mathematical models to 
describe groundwater level changing and improve forecasts of their changes has been 
substantiated. A three-dimensional mathematical model of groundwater level changing of 
urban areas has been developed, which takes into account atmospheric water infiltration, 
additional groundwater replenishment, transpiration, evaporation, evapotranspiration, and 
groundwater abstraction. The boundary conditions of a three-dimensional mathematical 
model have been formulated.  

Keywords: additional groundwater replenishment, groundwater level, 
evaportanspiration, flooding, mathematical modeling of groundwater level changing, 
environmental safety. 

 
Постановка проблеми 

Для сталого розвитку міст, захисту забудови від небезпечного підйому рівня 
ґрунтових вод (РГВ) та підтоплення, необхідно правильно оцінювати існуючі 
гідрогеологічні умови та з необхідною точністю їх прогнозувати [1]. Основним 
завданням є визначення характеру зміни рівня ґрунтових вод під дією зовнішніх 
факторів.  

В попередніх роботах авторів [19−21] було встановлено та доведено, що на 
території великих міст вплив техногенних факторів поповнення ґрунтових вод в 
декілька разів перевищує природні. Тому є актуальним врахування природних та 
техногенних факторів впливу на ґрунтові води, створення математичних моделей та 
прогнозів, що їх враховують. Двовимірне та тривимірне моделювання процесів зміни 
рівнів ґрунтових вод дозволить більш чітко та об’єктивно враховувати параметри 
факторів впливу на зміну РГВ у довгостроковому прогнозуванні.  
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Мета дослідження 
Метою дослідження є підвищення рівня екологічної безпеки територій, 

схильних до підтоплення шляхом вдосконалення прогнозів зміни рівня ґрунтових вод. 
 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Проблему потоку підземних вод обговорювали багато дослідників з різними 

аспектами, як, наприклад, Klute [2] провів зведення рівняння дифузії до звичайного 
диференціального рівняння та застосував метод прямого інтегрування та метод ітерацій 
для розв’язання отриманого рівняння, Verma [3] отримав розв’язок рівняння, що описує 
одновимірне живлення ґрунтових вод для постійної дифузивності та лінійної 
провідності, шляхом перетворення Лапласа, Prasad та ін. [4] розроблено числову 
модель для імітації потоку вологи через ненасичені зони методом скінченних 
елементів, Desai [5] отримав композитний розширювальний розчин для підзарядки 
ґрунтових вод у вертикальному напрямку, Mehta та Patel [6] отримали розв’язки 
рівняння Бургера для опису одновимірного живлення ґрунтових вод шляхом 
поширення в пористих середовищах, Joshi та ін. [7] отримали розв’язок рівняння 
відносно одновимірного вертикального живлення ґрунтових вод за груповим 
теоретичним підходом, Nasseri та ін. [8] досліджено розв’язок рівняння адвекційно-
дифузійного рівня на основі спрощеної моделі Брукса-Корі для провідності ґрунтів та 
дифузійності. В роботі Koohestani N. враховано тільки природні джерела живлення 
підземних вод та на основі цих даних складено водний баланс підземних вод і зроблено 
прогноз зміни РГВ [9]. 

Swaroop і Mehta [10] отримали рішення проблеми одновимірного потоку в 
ненасичених пористих середовищах з використанням методу скінченних елементів. 

В роботі S. P. Pathak, T. Singh [11] отримано диференціальне рівняння 
одновимірного живлення ґрунтових вод за припущенням Дюпюї. Обговорено три 
випадки з відповідними граничними умовами та різними схилами непроникної межі 
нахилу. Математичним моделюванням проблем, пов’язаних зі зміною режиму 
грунтових вод, займались такі українські та російські вчені, як Яковлєв Є. О. [12], 
Телима С.В. [13], Муфтахов А.Ж. [14], Кремез В.С. [15,16], Золотарьов Н.В. [17], 
Венгерський П. С. [18] та інші. 

 
Викладення основного матеріалу дослідження 

На основі рівняння Муфтахова А. Ж. [14] було побудовано математичну модель, 
яка дозволила отримати розв’язок сформульованої задачі в замкнутому аналітичному 
вигляді (у вигляді рядів). Це дало можливість провести візуалізацію результатів і 
підтвердити попередньо отримані автором дані про вплив додаткового живлення на 
рівень ґрунтових вод з використанням традиційного інженерного підходу.  

З метою створення математичної моделі обрано диференціальні рівняння для 
опису зміни РГВ та відповідні граничні умови [22].  

При цьому  прийняті такі припущення: зміна РГВ має усталений характер, про 
що свідчать дані багаторічних досліджень Геологічної партії в 3-х режимних 
водопунктах м. Харків; [21]; розглядаються ділянки з однорідними гідрогеологічними 
умовами вздовж одного з напрямків, що дозволяє використовувати рівняння плоскої 
фільтрації. 

Моделювання процесів зміни РГВ у двовимірному формулюванні 
Для моделювання розглянуто рівняння фільтраційного напору у випадку плоскої 

фільтрації, що може бути базовим для створення математичної моделі опису змін РГВ, 
якою можна врахувати фактори штучних покриттів та евапотранспірації: 
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де h – рівень ґрунтових вод, м; x, y – координати, показані на рис. 1; γ – коефіцієнт 
анізотропії.  
 

На території багатьох міст України значну площу займають штучні дорожні 
покриття і будови, що перешкоджають природним процесам інфільтрації атмосферних 
опадів, випаровування та транспірації. Тому при моделюванні зміни рівня ґрунтових 
вод враховано існування таких ділянок території, що частково покриті штучними 
покриттями, де вплив природних і техногенних факторів буде відбуватися лише на 
незабудованій поверхні цієї ділянки (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Схема розрахункової області для визначення РГВ. 

 
Припустимо, що на ділянках [–l–a÷–l] та [l÷l+a] відбувається вплив природних і 

техногенних факторів на зміну рівня ґрунтових вод; в той час як на ділянках [–l ÷ 0] та 
[0÷l] впливу на рівень ґрунтових вод не відбувається завдяки штучним покриттям (рис. 
1). Тоді, враховуючи, що зовнішня нормаль на відрізку [–l ÷ l]. при Ly −=  співпадає з 
протилежним напрямком осі Оу, маємо таку граничну умову, що характеризує 
наявність штучних покриттів:  
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На ділянках [–l–a, –l] та [l,l+a] відбувається інфільтрація, водовідбір, 

транспірація і випаровування, тому маємо 
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де f1 – додаткове живлення ґрунтових вод (прибуткова частина балансу ґрунтових вод); 
s1 – кількість опадів, яка інфільтрується в ґрунтові води (прибуткова частина балансу 
ґрунтових вод); g1 – інтенсивність транспірації (видаткова частина балансу ґрунтових 
вод); d1 – інтенсивність випаровування (видаткова частина балансу ґрунтових вод);  
k1 – водовідбір з ґрунтових вод (видаткова частина балансу ґрунтових вод).  
 

Аналогічну умову ставимо на ділянці [–l–a, –l] при Ly −= , позначаючи 
відповідні параметри водного балансу з індексом 2. В подальшому використовуємо 
симетричну модель, тому вважаємо, що 

 
f1= f2; s1= s2; g1= g2; d1= d2; k1= k2. 
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Отримаємо 
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Оскільки зміна рівнів ґрунтових вод та їх розповсюдження є локальним, і 

моделювання проводиться для обмежених ділянок міської території (промислових 
об'єктів, будівель і т. ін.), з однорідними гідрогеологічними умовами, тому можна 
прийняти, що боковий приплив і відтік рівні між собою, тому 
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де τ – відносна мінливість транспірації; y50 – параметр, що характеризує висоту 
капілярного всмоктування води; y – глибина, де відбувається тиск вологи, який 
всмоктує.  
 

У розрахунках прийнято значення τ = 2,2. У подальших розрахунках прийнято, 
що y50 = 3, тобто вважалось, що =L  6 м. Якщо евапотранспірація не враховується, тоді 
значення L  обговорюється окремо. Початковий рівень приймається за точку відліку, 
h=0: 

00 ==yh . 

 
Таким чином, сформульовано таку крайову задачу для визначення невідомої 

функції ( )yxh , . Знаходимо розв’язок диференціального рівняння  
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при таких крайових умовах: 
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де функція ( )
( )τ50

1 /1
2

yy
ye

+
=  визначена в (2).  

 
Зауважимо, що неможливо побудувати одну систему базисних функцій для цієї 

крайової задачі з неоднорідними крайовими умовами на трьох межах. Тому в роботі 
запропоновано шукати невідому функцію ( )yxh ,  у вигляді суми двох доданків: 

 
( ) ( ) ( )yxhyxhyxh ,,, 21 += . 

 
Кожній функції ( ) 2 ,1,, =iyxhi  відповідає своя крайова задача, при чому в 

кожній з цих задач наявні однорідні граничні умови, що дає змогу побудувати системи 
незалежних базисних функцій. Такий засіб не лише дозволяє побудувати розв’язок 
сформульованої крайової задачі (1), (3) – (6), що враховує  наявність штучних 
покриттів, інфільтрацію, випаровування та транспірацію, а також ефект 
евапотранспірації, але й дослідити окремо вплив штучних покриттів та ефект 
евапотранспірації.  

Так, крайова задача для функції ( )yxh ,1  описує наявність штучних покриттів, 
інфільтрацію, випаровування та транспірацію, але не враховує ефект евапотранспірації 
в залежності від глибини. Цю задачу сформулюємо наступним чином: 
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(7) 

 
де f1 – додаткове живлення ґрунтових вод (прибуткова частина балансу ґрунтових вод); 
s1 – кількість опадів, яка інфільтрується в ґрунтові води (прибуткова частина балансу 
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ґрунтових вод); k1 – водовідбір з ґрунтових вод (видаткова частина балансу ґрунтових 
вод).  

Тривимірне моделювання процесів зміни РГВ 
У зв’язку з тим, що провідність в анізотропних ґрунтах в різних напрямках різна, 

якщо будова пористого середовища така, що має більш високу провідність в одному 
напрямку ніж в інших, існує необхідність враховувати зміни РГВ у тривимірному 
моделюванні [1, 18]. Для прогнозування зміни рівня ґрунтових вод розроблено 
математичну модель, що враховує інфільтрацію атмосферних вод, додаткове живлення 
в ґрунтові води, транспірацію, випаровування, евапотранспірацію і водовідбір з 
підземних вод.  

При цьому вважається, що зміна РГВ має усталений характер, про що свідчать 
дані багаторічних досліджень [21], в 3-х режимних водопунктах м. Харків. На відміну 
від досліджень [22, 23] в цій роботі розглянуто задачу прогнозування зміни РГВ в 
тривимірному формулюванні. 

Розглянемо рівняння фільтраційного напору у вигляді: 
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де h – рівень ґрунтових вод,  x, y , z – координати, показані на рис. 2, γ1 γ2 – коефіцієнти 
анізотропії. 

 
Рис. 2. Розрахункова область для визначення РГВ. 

 
Сформулюємо крайові умови для рівняння (8), які враховують наявність 

штучних покриттів, інфільтрацію, випаровування та транспірацію, а також ефект 
евапотранспірації. Ці умови ставимо відносно значень невідомої функції, або її 
нормальної похідної на межах розрахункової області. Припустимо, що розрахункова 
область є прямокутним паралелепіпедом. Нижня та верхні грані цього паралелепіпеда є 
прямокутниками S  зі сторонами [ ]ba 2 ,2 . Висоту паралелепіпеда позначимо як L . 
Нехай область 0S  є квадратом зі сторонами [ ]ll 2 ,2 , який розташовано в центрі верхньої 
грані. 

Припустимо, що на ділянці SS =1 \ 0S  відбувається вплив природних і 
техногенних факторів на зміну рівня ґрунтових вод; в той час як на ділянці 0S  впливу 
на рівень ґрунтових вод не відбувається завдяки наявності штучних покриттів. Маємо 
таку граничну умову, що характеризує наявність штучних покриттів: 
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На ділянці S \ 0S  відбувається інфільтрація, водовідбір, транспірація і 

випаровування, тому маємо 
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де f  – додаткове живлення ґрунтових вод (прибуткова частина балансу ґрунтових вод);  
s – кількість опадів, яка інфільтрується в ґрунтові води (прибуткова частина балансу 
ґрунтових вод); g – інтенсивність транспірації (видаткова частина балансу ґрунтових 
вод); d – інтенсивність випаровування (видаткова частина балансу ґрунтових вод);  
k – водовідбір з ґрунтових вод (видаткова частина балансу ґрунтових вод). 

 
Переходимо до умов, які враховують епапотранспірацію. Оскільки зміна рівнів 

ґрунтових вод та їх розповсюдження є локальним, і моделювання проводиться для 
обмежених ділянок міської території (промислових об'єктів, будівель і т.ін.), з 
однорідними гідрогеологічними умовами, то можна прийняти, що боковий приплив і 
відтік рівні між собою, тому 
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В цих рівняннях згідно з [21] маємо 
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де τ – відносна мінливість потенційної транспірації; y50 – параметр, що характеризує 
висоту капілярного всмоктування води; y – глибина, де відбувається тиск вологи, який 
всмоктує.  
 

У розрахунках згідно [21, 23] прийнято значення τ=2,2. У подальших 
розрахунках прийнято, що y50 =3, тобто вважалось, що =L 6 м. Якщо 
еавапотранспірація не враховується, тоді значення L обговорюються окремо. 

Початковий рівень приймається за точку відліку, h=0: 
 

00 ==zh . 

 
Таким чином, сформулювало таку крайову задачу для визначення невідомої 

функції ( )zyxh ,, . Знайти розв’язок диференціального рівняння (8) при таких крайових 
умовах: 
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Зауважимо, що неможливо побудувати одну систему базисних функцій для цієї 

крайової задачі з неоднорідними крайовими умовами на шості межах. Тому в роботі 
запропоновано шукати невідому функцію ( )zyxh ,,  у вигляді суми трьох доданків: 

 
( ) ( ) ( ) ( )zyxhzyxhzyxhzyxh ,,,,,,,, 321 ++= . 

 
Кожній функції ( ) 3 ,2 ,1,, =iyxhi  відповідає своя крайова задача, при чому в 

кожній з цих задач наявні однорідні граничні умови, що дає змогу побудувати системи 
незалежних базисних функцій. Такий засіб не лише дозволяє побудувати розв’язок 
сформульованої крайової задачі, що враховує наявність штучних покриттів, 
інфільтрацію, випаровування та транспірацію, а також ефект евапотранспірації, але й 
дослідити окремо вплив штучних покриттів та ефект евапотранспірації. 

Крайова задача для функції ( )zyxh ,,1  описує наявність штучних покриттів, 
інфільтрацію, випаровування та транспірацію, але не враховує ефект евапотранспірації 
в залежності від глибини. Цю задачу сформулюємо наступним чином: 
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(11) 

 
Для функції ( )zyxh ,,2  отримаємо таку крайову задачу: 
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Аналогічно для функції ( )zyxh ,,3  маємо: 
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(13) 

 
Тривимірне моделювання зміни РГВ на відміну від двовимірного дозволяє 

враховувати залежність дії евапотранспірації від наявності штучних покриттів на 
поверхні ґрунту, що розташовані нерівномірно та мають різний коефіцієнт фільтрації, 
що зумовлює відповідні зміни РГВ урбанізованих територій. 

 
Висновки 

• Визначено характер зміни рівня ґрунтових вод під дією зовнішніх факторів. 
• Визначено необхідність створення тривимірних математичних моделей для 

описання змін РГВ та покращення прогнозів їх змін.  
• Розроблено тривимірну математичну модель зміни РГВ міських територій, що 

враховує інфільтрацію атмосферних вод, додаткове живлення в ґрунтові води, 
транспірацію, випаровування, евапотранспірацію і водовідбір з підземних вод. 

• Сформульовано граничні умови тривимірної математичної моделі. 
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